4
N
4Lt
£6 ;S
=2
CERR

MALANG

ANALITIK GEOMETRIK RUANG

MATEMATIKA II

BLOG DOSEN:

sugengpb.lecture.ub.ac.id
ananda.lecture.ub.ac.id

PENDAHULUAN

GEOMETRI .

ANALITIK

? ) GEOMETRI }
1

ALJABAR }

10/3/2017



10/3/2017

PENDAHULUAN

SLI I R O A
Jr it prLy
i
i

GEOMETRI
ANALITIK

BIDANG (R2) }

P

SISTEM
RUANG

-5 DIMENSI
SR DUA




1. KOORDINAT KARTESIUS

Y

II

TR
—+—

111 v

Panjang titkk P dari titik O dapat dihitung dengan persamaan

d = \/x? 4+ y2, dan apabila terdapat dua titik maka persamaannya menjadi :

d= J(Xj —x)? + (y) —vi)*

1. KOORDINAT KARTESIUS

Dalam koordinat kartesius persamaan lingkaranyang pada

umumnya ditulis sebagai berikut:

x—pP+@y—-q@’*=r’ (LD

Persamaanl.l sebenarnya menuliki bentuk umum persamaan
lingkaran yang titik tengahnya adalah nol yaitu

V] x> +y? =12

o -R00

[0.0] X | ox
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2. KOORDINAT POLAR

Letak suatu titik dalam koordinat polar ditentukan oleh dua besaran

vaitu jari-jari dan sudut (0). Jari-jari menyatakan jarak antara suatu titik
dengan ftitik asal (0) sumbu koordinat. dan Omenyatakan sudut yang
dibentuk eleh sumbu polar dengan garis hubung antara titik asal dengan suatu

titik tersebut.

Gambar.3. Sisten koordinat Polar

[0,0] w | ox

Pada sistem koordmat polar terdapat hubungan dengan koordinat
siku-siku yaitu :
y =rsinf, danx = rcosf
Sehingga Untuk mentransformasi koordinat kartesius ke koordinat
polar adalah sebagai berikut :

r? =x%+y?
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1. Hubungan antara Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

1. Jika diketahui Koordinat

Kutub (r,a):
Maka: -p cosa
y=r.sin o

2. Jika diketahui Koordinat
Kartesius (x.y):

¥
Sin o =2 Maka:  _ rziyz

¥

x

Ingat Letak kuadran..

1. Hubungan antara Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Diketahui Koordinat Kutub :

A a)

0.0-

ol

Ubahlah ke Koordinat Kartesius Titik A ( 8,60° )
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= Penyelesaian :

Titik A (8,60° ), maka r=8, o = 60°
Gunakan : X=1.C0SQ

y=1.8in o
= X=T.COSQ & Y=I.sin o
=8 . cos 60° = 8. sin 60°
=8, =8.1v3
x=4 y=4‘\'|'3

Jadi kootdinat kartesius titik A ( 4, 443 )

Titik A (12, 1500 )

12 Maka : X=I.COsQ
Fal y =r. sin o
15(}0\

B o

ol = Jawab :
Titik A (12,150°) =—=» X=IL.COSQ y=r.sina
=12 . cos 150° = 12. sin 130¢
=12 .—cos 30° =12. sin 300
= a
=12.-3143 =12, 3
X=-63 y=6é

Jadi B(C12,150°) & B(-633.6)
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RUANG
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X

e

P(r,8,2)
P(x,y,z)
zZ
. v
A
oy %BJ
g
X
y X
gambar 2.3 koordinat cartesius gambar 2 4 koordinat Tabung

Plp,0.¢)

gambar 2 5 koordinat Bola
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SISTEM KOORDINAT
1. Koordinat Kartesius

« Koordinat cartesius atau koordinat siku-siku dikenalkan oleh dua
orang ilmuwan dari perancis yaitu Pierre Fermat dan Rene

Descrates. t,
Bidang vz

Dl
Pertama

Bidang xy

Koord Okt1 Okt2 Okt3 Okt4 Okt5 Okté Okt7 Okt3

Z + + + + = - -
X + - - + + - - +
Y + + - - + + B -

SISTEM KOORDINAT

2. Koordinat Kutub

Gambarlah koordinat berikut

(. 0)

L a(z))

2 B (3% %)

H l 5w’
Sumbu kutub e (EJT
/ 1. p(-3%)

Setiap titik P adalah perpotongan antara sebuah lingkaran tunggal yang berpusat di 0 dan

sebuah sinar tunggal yang memancar dari 0. Jika r adalah jari-jari lingkaran dan & adalah salah
satu sudut antara sinar dan sumbu kutub, maka (r, @ )adalah sepasang koordinat kutub dari titik

P. Untuk memperjelas pemahaman Anda, lihat gambar 2.2 berikut.
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SISTEM KOORDINAT

3. Koordinat Tabung

Sistemn koordinat tabung menggunakan koordinat kutub r dan # sebagai pengganti
koordinat cartesius x dan y pada bidang. Sedangkan untuk koordinat = sama seperti dalam

koordinat cartesius. Pada koordinat ini, kita membatasir = 0dan 0 < 8 < 2w

Untuk lebih memahami koordinat tabung, sketsakan koordinat tabung P (2%3}

P(r,8,z)

SISTEM KOORDINAT

4. Koordinat Bola

Sebuah titik P mempunyai koordinat bola (p. 8, ¢ ), jika p adalsh jarak |OP| dari titik asal
P, sedangkan & adalah sudut kutub yang berhubungan dengan proyeksi P! dari P ke
bidang xy, dan ¢ adalah sudutantara sumbu = positip dan ruas garis OP. Kita batasi
g=0 0=¢8<1x . D=¢=m

P(p,6,9)
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P(r,8,2)
P(x,y,z)
zZ
z ?
oy %BJ
g
X
/ Y *
gambar 2.3 koordinat cartesius gambar 2 4 koordinat Tabung

gambar 2 5 koordinat Bola

LATIHAN

1. Ubahlah koordinat tabung berikut ke koordinat cartesius!

a. 4(65.-2)
b. B(45.-8)

2. Ubahlah koordinat bola berikut ke koordinat cartesius!
. c(e2)

3. Ubahlah koordinat cartesius berikut ke koordinat bolal
a. E(2.-243.4)
b. F(—vZ.42.243)
4. Ubahlah koordinat cartesius berikut ke koordinat tabung!
a. G(2.23)
b. H(4y3,-4,6)

10/3/2017

10



10/3/2017

ANALITIK
GEOMETRIK
RUANG
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TG54

Koord Okt1l Okt2 Okt3 Okt 4

z + + + +
X + - - + + - - +
Y + + = = + +

11



CONTOH

Tentukan letak oktan titik-titik berikutini: Titik A(1, -2,-4)

Titik B(3, 4, -2)
Titik C(-2, -3, -5)
Titik D(-4, -1, 6)

Titik A(1, -2,-4) terletak di oktan VI
Titik B(3, 4, -2) terletak di oktan V
Titik C[-2, -3, -5) terletak di oktan VI
Titik D(-4, -1, 6) terletak di oktan IlI

JARAK DUATITIK

p Py, 2y)
| Menentukan Jarak O ke P |
P(x. 2.2 @
OA|=x,.|AB| = y,.dan [BP| = =, ) o .
h p-d] ‘ \“-. g’
Perhatikan AO4B yang siku-siku di A, maka A T~
2 2 2 2 2 re x B
|oB|" =[0A" +|4B]” = %" + 3, X

Selanjutnya pada AQBP yang siku-siku di B berlaku bahwa
lor|" -|oB[* +|BP’

|OP|Z :xlz + ylz +_'12

[ Jarak titik O ke titik P (x,, ¥ 2 ¢ | 0P| = x," + 3, + =,

10/3/2017
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JARAK DUA TITIK (2)

| Menentukan Jarak P ke Q | R
P{xl’yl'-zl) Q(xzﬁ,}"zwzg) """ |Q|:Xz.3fg.11)
|AB| = ‘xz - x1|
|BC‘ = |J"2 ’}"1|
Z1 == P(x;. Yi. 1) :
po|=|-. =, ey
. " ' ? yz ;
X2 \“‘-_
C
X

JARAK DUA TITIK (2)

| Menentukan Jarak P ke Q |

Segitiga ABC siku-siku di B, maka
|4ci” =|4B|" +|Bc|

4 =, x4y, - [
0] -

Segitiga PDQ siku-siku di D, maka
|pof” =|PDf +|pgf

2

|PQ‘2 = |x2 _"1|2 +‘J"2 _}’1|2 ‘*“53 —-'1|

[Jarak titik P (x,, y,, 2,) ke titik Q (& o 2 ¢ |PO| = «ﬂxz x| - e

o O 3 72)

-y

‘ 2
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CONTOH

Tentukan jarak antara titik-titik P(1, -2, 3) dan Q(5, 5, 7)

2

+

2

+ |’

Jawab: PO|= \,w"ll

X, — X Z,— 3

Yo~ MW

PO|={(5-17 +(5+2)* +(7-3)°
PO[=+16+49+16

Pol=0

PERSAMAAN GARIS LURUS

Pada gambar dibawah ini | adalah garis yang melalui titik Py(x,, Yo, 2o) dan

sejajar dengan vektor v =ai+bj+ck Untuk menentukan persamaan garis |,

diambil sebarang titik P(x, y, z) pada garis |, maka l?‘;y dan Eﬁ =rv dengant

bilangan real. lika vektor-vektor posisi titik P, dan P terhadap O adalah

ro={(x,.y,.z )dan r = {x. y.z:} maka PP =r—r, dankarena PP =rv. maka
Z P_——" /-f
F—t, =1ty e
By S
F=r, s 1 \\ 194
mN, /
“ / ¥ _r
S ¥
G)
X

10/3/2017
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PERSAMAAN GARIS LURUS

Karena r adalah vektor posisi sebarang titik P pada garis | dan memenuhi

persamaan terakhir, maka setiap titik P pada garis | akan memenuhi persamaan
tersebut. Dengan kata lain, persamaan garis | yang melalui Pg(x,, Vo, Zo) dan sejajar

vektorv=<a, b, c>adalah r=r +1v

Selanjutnya persamaan ini disebut persamaan vektor garis |

x=x,+ta: y=3y,+th) z=z +te

o

Selanjutnya persamaan ini disebut persamaan parametrik (kanonik) dari garis |.

PERSAMAAN GARIS LURUS

Apabila parameter t dari persamaan parametrik ini dihilangkan, maka diperoleh

X-X, Y-V, _I-%,

a b c

.|Selanjutnya disebut persamaan simetrik garis | dengan

bilangan arah a, b, ¢ dan melalui titik (%, Yo, Zo)-

Persamaan parametrik tersebut terdiri dari dua persamaan yaitu

o

= o gy Y Y _Z7°
a b b ¢

15



CONTOH

Tentukan persamaan simetrik dari garis potong bidang-bidang

2Xx—y—5z=-14 dan 4x + S5y + 4z = 28.

Jawab

Dari dua persamaan bidang tersebut jika dihilangkan x, diperoleh y + 2z = 8. lika
dihilangkan vy, maka diperoleh x = %z — 3. Selanjutnya dari dua persamaan ini

dapat disusun persamaan simetriknya, yaitu

y—38 x+3

==z, =z
_2 3

2

x+3 y-8 x+3 y-8 =z

= =ZI afau == =—.
3 -2 3 -4 2
2

PERSAMAAN GARIS MELALUI DUA TITIK

Selanjutnya dapat dicari persamaan garis melalui dua titik. Misalkan titik A(xy, y1,
z1) dan B(xa, y2, 22). Vektor-vektor posisi titik-titik A dan B masing-masing adalah

a = <Xy, Y1, 21> dan b = <x3, y,, z5) dengan garis yang melalui A dan B.

persamaan simetrik dari garis AB sebagai berikut

X—-x,  y—¥»  I—I

= =W ST e

10/3/2017

16



CONTOH

Tentukan persamaan garis lurus yang melalui titik A(3, 2, 1) dan B(5, -1, -2)

Jawab

Persamaan garis lurus yang melalui A dan B adalah
¥=3 y-2 -1
5-3 -—-1-2 -2-1

x=3 y-2 =z-1

LATIHAN

Carilah persamaan parameter dan persamaan simetrik garis lurus yang melalui
titik-titik (1, -2, 3) dan (4, 5, 6).

Carilah persamaan simetrik garis potong bidang-bidang x + y —z =1 dan 3x -
3y+7z=9

10/3/2017
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PERSAMAAN BOLA

* Bola dengan pusat titik O (titik asal) dan
berjari-jarir

+ persamaannyadiperoleh dengan cara

" mengambil sebarang titik P{x, y, z) pada bola

Z ‘5’5‘_|__iz T2 = |y
_l|_ X+ 3y +I° Jari-jarinya r-|L

| Pxyz)

21_2, .2, 2
r=x"+y +z°.

=

Karena P(x, v, z) sebarang

titik pada bola, maka setiap

v

titik (x, ¥, z) pada bola

berlakux® + y= + z2 = r2

PERSAMAAN BOLA

| Persamaan bola dengan jari-jarir dan titik pusat M(a, b, ¢) |

Ambil sebarang titik P(x, v, z) pada bola, maka vektor:

W:[:(xfa,yfb,:fc).

‘PM‘ — ££ =rr= (xf(j'_,}‘fb,:7c)_ (.X*G,}’fb:zfc).

A

z

[ = (x—a+ (y= b+ (e— o)
P(x.y.2)
Karena P(x, v, z) sebarang titik
pada bola yang memenubhi
persamaan tersebut, maka
5 =gl sctiap titik (x, y, z) pada bola

memenuhi persamaan tersebut.

10/3/2017
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CONTOH

Carilah persamaan bola yang berpusat di titik (1, 3, 2) dan melalui titik (2, 5, 0).

Jawab

Jari-jari bola adalah jarak dua titik tersebut, yaitu

Q Y
P21 (537 + (2 =V1+4+4=3 «é//
Persamaan bola yang dicari adalah persamaan bola dengan jari-jari 3 dan

berpusat di titik (1, 3, 2}, yaitu:

(x=1P+(y-3+(z-2=9 |

Jika dijabarkan menjac:li|x2 +y 4 - 2x—6y -4z +5=0.

PERSAMAAN BOLA

Rumus persamaan bola yaitu (x — a)y+ (y— b)?+(z—c)* =1 dapat ditulis sebagai
berikut: x* + y* + 2 —2ax—2by—2cz+a’ + b’ + > =’ =0
Jika =2a = A, -2b = B, -2c = C, dan a> + b® + ¢ — r* = D, maka persamaan bola

tersebut dapat ditulis sebagai berikut

[ x2+y2+zz+Ax+By+Cz+D:O]

| CIRI-CIRI PERSAMAAN BOLA: |

(a) tidak memuat suku-suku xy, xz, atau yz

(b) koefisien-koefigien x2, y2, dan z2 selalu sama.

10/3/2017
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PERSAMAAN BOLA

Persamaan ini bisa diubah dengan melengkapi kuadrat dari x, y, dan z sebagai

berikut:

(x* + Ax + iAQ)+(y2 +By+i32)+(:2+C: +iC‘2) :iAQ +iB2 +iC2 -D.

1 2 1 2 ]- 2 1 2 1 2 1 2
x+—A)y +(y+-B) +(:+-C)y =—4"+—B +-C -D.
( 2 )0 2 )+ 2 ) 4 4 4

Dari persamaan ini dapat dengan mudah ditentukan titik pusat dan jari-jari bola,

yaitu: 1 1 1
114(*;/1._*;3,7;(:) sebagai titik pusatnya,dan

., 1 !
r=.,—A"+—B*+=C* - D adalak jari — jarinya
Ya& a4 4

CONTOH

Tentukan pusat dan jari-jari bola, jika diketahui persamaan bola tersebut adalah

sebagai berikut: x> +y’ +2° —10x —8y— 12z + 63 =0.

Jawab

Dengan proses melengkapkan kuadrat, persamaan bola diubah menjadi:
(x2—10x +25) + (y2 =8y + 16) + (2 — 122+ 36) =25+ 16 + 36— 68
(x=5 " +(y=4)+(z-6)"=9

Ini berarti bola berpusat di titik (5, 4, 6) dengan jari-jari 3.

10/3/2017
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CONTOH

Soal diatas dapat juga diselesaikan dengan menggunakan rumus, sehingga

diperoleh:

111 1 1 1
Titik pusat bola M (~ =4, —B,——C)= M(——(-10),——(-8).——(~12)) =(5, 4,6
p ( 54583 )= M( 2( ) 2( ) 2( » = )

Jari-jari bola adalah » = \/1.42 +le +£C2 -D
4 4 4

r= \/le(IO)2 +%(78)2 +%(712)2 —68

r=A/25416+36-68
r:\@:3

!DANG SINGGUNG PADA BOLA

Misalkan bola dengan persamaan (x —a)+ (y—b)2 +(z—c)=r%

dan suatu titik T(x4, yi1, z1) pada bola. Akan dicari persamaan bidang singgung pada
bola di titik T(x1, y1, z1). Bidang singgung di titik T dan jari-jari bola melalui T saling

tegak lurus, ambil sebarang titik V(x, y, z) pada bidang singgung, maka

TV ={x=x,.y - y..= — 7, )|pada bidang singgung

Pusat bola adalah P(a, b, c), maka

PT =(x,—a.y,-b,z,—c)

Karena ﬁ 1 P—T malka P—T]T’V =0

10/3/2017
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’DANG SINGGUNG PADA BOLA

PT(PT-PV)=0

PTPT-PITPV =0

2
r‘-<xi—a,y1—b,z1—c>.<x—a,y—b,z—c>=0

(xs—a)(x—a)+(y1—b)y—b)+(zi—c)(z—¢) = r,

Ini adalah persamaan bidang singgung bola dengan persamaan (x —a)* + (y — b)? +

(z— c)2 = r2; di titik T(xy, y1, z1) pada bola.

CONTOH

Tentukan persamaan bidang singgung pada bola (x — 3)* + (y — 1)* + (z - 2)* = 9 di
titik (1, 3, 3).

Titik (1, 3, 3) terletak pada bola, sebab koordinat-koordinatnya memenuhi pada
persamaan bola. Maka persamaan bidang singgung pada bola di titik (1, 3, 3)

adalah:

(1-3)(x=3)+(3-1)y-1)+(3-2)(z—-2)=9.

2x+2y+z-7=0.

10/3/2017
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LATIHAN

. Tuliskan persamaan bola yang pusatnya di titik (-6, 2, -3) dan jari-jarinya 2.

-

Carilah persamaan bola yang berpusat di titik (2, 4, 5) dan menyinggung

bidang xy.

Carilah persamaan bola jika diameternya adalah ruas garis yang

menghubungkan titik (-2, 3, 7) dan (4, -1, 5).

Tentukanlah pusat dan jari-jari bola dengan persamaan : 4x* + 4y? + 42% — 4x +

8y +162— 13 =0.

10/3/2017
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