Matematika Il

DIFFERENSIAL VEKTOR

(Turunan Biasa Fungsi Vektor)

BLOG DOSEN:
ananda.lecture.ub.ac.id

FUNGSIVEKTOR

Jika sembarang nilai skalar t dikaitkan dengan suatu vektor A, maka A bisa
dinyatakan sebagai fungsi vektor dari t atau A(t), yaitu suatu vektor yang
komponen-komponennya merupakan fungsi dari nilai skalar t.

Dalam R?, fungsi vektor A(t) biasa ditulis dengan,

A(t) = A; (D) + A,(D)j

.

dalam R?, fungsi vektor A(t) ditulis dengan,

A(D) = 4, (D)1 + A, (D] + A5 (Dk
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FUNGSIVEKTOR

Konsep fungsi vektor ini bisa diperluas, jika sembarang titik (xy.z) di R?
dikaitkan dengan suatu vektor A, maka A bisa dinyatakan dalam bentuk

fungsi vektor sebagai berikut:

A(x,y,z} = A1(x,.)f;2)i +A2(.?C,}’, Z)] + A3(x1yaz)k

Contoh Vektor (Turunan)

~

Perpindahan

S
~

Kecepatan

Percepatan
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Rute Penerbangan:
Malang ke Jakarta

Pesawat melakukan
Perpindahan dengan titik
awal Malang, titik akhir
Jakarta

/\/

Perpindahan terjadi karena
pesawat mempunyai
kecepatan dan percepatan

Perpindahan terjadi karena
pesawal mempunyai kecepatan
dan percepatan

4

Kecepatan - perpindahan benda tiap selang waktu tertentu
— Turunan dari perpindahan sebagai fungsi waktu.

Percepatan - perubahan kecepatan dalam selang waktu
berubahnya kecepatan

— Turunan kecepatan sebagai fungsi waktu
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Definisi Turunan Vektor

A(t) adalah sebuah fungsi vektor yang bergantung pada sebuah variabel t,
didefinisikan turunan dariA(t) sebagai berikut:

dA  A(t+AD) —A®) |
— = lim
dt  At=0 At

Jika fungsi vektor A(t) = A,()i+ 4,(t)j + A;(t)Kk dengan fungsi skalar-
fungsi skalar 4, (t), A,(t), dan A;(t) dapat diferensialkan terhadap variabel t,
maka A(t) mempunyai turunan variabel terhadap t yang dirumuskan sebagai
berikut:

dA  dA; dA, dA,
e R et R e (7)

Sifat Turunan Biasa Fungsi Vektor

Jika A, B, dan C adalah fungsi-fungsi vektor dari sebuah skalar t yang

diferensiabel dan ¢ sebuah fungsi skalar dari t yang diferensiabel, maka
i S(A+B) =422

i. Z(AB)=AZ+2B

iiil. Z(AxB)=AxZ+2xp

iv. S(gA) = ¢+

v. Z(ABXC) =ABXZ+AZXC+IBXC

. d o dc dB dA
vi. Z(AxBxO}=Ax(BxZ)+ax(ZxC)+Zx (Bx )

(2]
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Turunan Biasa Fungsi Vektor

d . [ACt+At)+B(t+AE)]-[A(E)+B(2)]
E(A +B) = limy,_, >

A(t + At) — A(L) i B(t + At) — B(t)

= lim

At—0 AL At—0 At
da (A+B) dA N B
dt T odt | dt

2.

d
di

Turunan Biasa Fungsi Vektor

i(A.B): AB Ay
dt dt  dt

(A.B) = lima;_g lMHAr).nmj:)]—[A(r:.n(:)]
iy AL+ 40 Bt + A1) — At + A0). B(t) + A(t + A6). B(£) — A(1). B(1)
" A =
= lim A(t + Az). [B(L + A1) — B(1)]
B At—=0 At
At +At)— A(0)].B(r
+lim[( ) ()] B(r)
At—=0 At
B(t + Af) — B(t
= lim A(t + At). lim M
Ar—0 At—0 At
A(t+ At) —A(t
+ lim M.B(t)
Ai—=0 AL

dA

ﬂ!Al.’- AdB+ B
—(AB) =A—+—.

dt  dt
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Turunan Biasa Fungsi Vektor

4, i(gﬁA) _p9A 4P,
dt dt  dt
d T G t+AE)AE+AE)—P(E)A(E)
E('?bﬁ) = limpe o it
- lim Pt + AL)A(E + A) — @d(t + ADA(L) + @t + ADA(L) — @(E)A(D)
At0 At
oy Pt + An[A(t + Ar) — A(D] + [@(t + At) — d(E)]A(T)
= At

= Jm 9+ 00 i,

At + At) — A(D)

At
@l + Ar) — p(1)
- R v
d . dA  dg
E(G'JA.] =¢ ot A
Fungsi, 11x) | Turunan, 3° Fungsi, yix) Turunan, '
Konstanta o sin”' (e +B) a
,Iil—[ax +b )
" e cos™{av +B) —a
Jl-(ax+b )
e e tan™ (ax + ) a__
1+{mc+b)
& —e sinhfax + b) acosh{ax+5)
&= ae= cosh(ax+7) asinhfa+b)
Inx 1 tanh(ax + &) asech{ax=h)
x
sinx cosxY cosach(ax+b) | —acosech(ax+b)coth{ax+5)
cosX —5inx sec fifae + B) —asech(w: + bytanh{ax + b)
sin{ax + &) acos(ax +b) cothiax +&) —acosech’ (ax +b)
cos(ax +b) | —asin{ax +b) sinh™ (e + B) a
-\li(ax ¥+l
tan(ax +5) | gsec’ (ax+5) cosh™ (v~ 5) a
Jlar+d ¥ -1
cosec(ax+&) —acosec(@+b)cot(ax+2) | tanh™(ax+b) a
Jl-(ai+b )
sec{mr+b) | asec(ax+b)tan(aw+5)
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Gontoh |

Jika f(£) = es™(E+20§ 4 In(¢2 + 20)j + 4t3k,tenmkan$

Penyelesaian

df dfy dfy dfy
P T LA T

d(esinE20) N d(In(e? + 26)) N d(4t?)
= 1

dt a7 ar
e 2t +2
= (2t + 2) cos(t? + 2¢)em+20j + o) T 120K

Jika A=(t2+2t)i+2tj+c®kdanB = 2ti +sint®j+4tk.  Tentukan
Z(A-B)dit=0

Penyelesaian
Caral

A " B = AIBI + Asz +A3.Bg
={t?+ 2t)2t + 2t sin 2 + 41
=2t% + 4%+ 2t sint® + 44

d d
—(A-B) = —[2t% + 41% + 2tsint® + 4t*
dt( ) dr[ |
= 6t% + 8t + 4s%cost? + 2sint? + 1613
pada saat t= 0, maka

d
S (A-B) =0 ]
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Jika A=(t2+2t)i+2tj+c®kdanB = 2ti +sint®j+4tk.  Tentukan
Z(A-B)dit=0

Cara 2 (menggunakan sifat turunan)

d dB  dA
E(_ﬂ' B) ZA'E‘FE'B
= [(t* + 20)i + 2tj + K] - (2i + 2t cost?j + 4Kk)
+[(2t + 2)i + 2j + 3t2K] - (2ti + sint? j + 4tk)
= (t? 4+ 2t)2 + 4t? cos t? + 4t + (2t + 2)2t + 2sin¢? + 12¢3
= 16t% + 6t + 8t + 4t2  cost? + 2sint?
pada saat t= 0, maka

CaB =0
A B) =

Jika r(t) = (3t — )i+ (t* + 1)j + t*k, tentukan vektor singgung satuan
pada titik £ = 1.

dr
Vektor singgung satuan (T) = ‘ﬂﬁ
dr

dr d
_ 2 _ 1% 2 ; 2z
il [(3t i+ (5 + 1)j+ t°Kk]

= 6ti + 2tj + 2tk
dr
|E| = J(60)2 + (20)2 + (20)2 = /4412 = /44
_ 6 +26j + 2tk

44

Saatft =1, makaT =

Gi+2j+2k
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Carilah kecepatan dan percepatan sebuah partikel yang bergerak sepanjang
kurva x = 2sin3t,.y = 2cos3f,z = 8t pada sebarang saat t > 0. Carilah
besarnya kecepatan dan percepatan

Penyelesaian

Vektor posisi dari pergerakan partikel
r(t) =x(Oi+y)j+z(Hk
= i+ .. j+8Ik

Kecepatan diperoleh dari turunan pertama r(t)
dr
S de
d
= E("' v P )

= e = . 8k

v

Misalkan ¢ = 90°
9] = T e e ) F e evrere ) + o

=v0+ ..+ ..

Carilah kecepatan dan percepatan sebuah partikel yang bergerak sepanjang
kurva x = 2sin3t,.y = 2cos3f,z = 8t pada sebarang saat t > 0. Carilah
besarnya kecepatan dan percepatan

Percepatan diperoleh dari turunan pertama v

_dzr_ d sdr
“‘Eﬁ_ﬁﬁﬁ)

= d( G6sin3tj+ ..)

= g Lo sin3tj+ ..

Misalkan ¢ = 90°

lal = /(e oo e )+ (e )
=4 ..=18

Jadi, besarnya kecepatan adalah ... dan percepatan 18.

71312017



71312017

n JikaA =5t%i+tj—t°kdan B = sinti — cos t ], carilah %(A- B)

Jika A=3t%i—(t+4)j+(t*—20)k dan B =sinti+3e “j—3costk.
Tentukanz—j (AxB)padasaatt = 0.

(%)
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