4/4/2017

MATEMATIKA Il

MATEMATIKA Il

e &
%D )-._"_f_s./f;w, 1




1. Integral Biasa

DEFINISI Integral Biasa

= Misalkan A{t) = Aj(t) T+ A () j+ A () k

= A (t) sebuah vektor yang bergantung pada variabel t

= Ay(t), A(t), A (t) kontinu dala suatu selang yang ditentukan

Integral tak tentu

jA(f)df:iJ.A1(I)dt"‘jjAz(I)dt"'ijz(r)dr - dari A(t)

Jika:
= Terdapat vektor B(t) = sehingga A(t) = d/dt (B(t)), maka:

[ A =] %(B(r))dt ~ [ aB(t)=B(1) + C

= (adalah vektor konstanta
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1. Integral Biasa

= |ntegral tentu dengan batas antarat = adan t = b, ditulis:

i | (B{e)ae Ble) . <Bib)-Bla) W | imegrartems |

= Misalkan fungsi percepatan a(t) = a,(t) i + a5(t) j + a5 (t) k = bergantung pada
parameter t (waktu).

= Kecepatan v(t) adalah integral dari percepatan aft).

[ale)dr =i [ a, () + [ a,(e)dt & [ a,(e)dt = v(0)+C

"'—‘1
Q'——-;tr
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2. Konsep Integral Garis

Ayol..| Dorong. Kita

Usaha (W)=F.r |_|
(gaya . Perpindahan)

objek
Ary

@ W =>"F.Ar,
b i
W= jF.dr ]

Gaya berubah arah &
& besarnya, obyek bergerak
tidak lurus

Perubahan kontinu

2. Integral Garis

DEFINISI Integral Garis

= |ntegral garis dari suatu fungsi vektor A(t) sepanjang kurva C yang tedefinisi padaa <t
< b didefinisikan:

b

b
[A.dr=[A.dr=[{4i+4,j+AK).(idc+jdy+kds)

a

b
l = [ (4, o+ 4,dy+ A,dz)
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2. Integral Garis

DEFINISI Integral Garis

= Jika obyek bergerak sepanjang lintasan tertutup = bergerak dalam suatu lintasan C
yang tidak lurus, berawal di titik A dan berakhir dititik B (dimana A =B)

}A.dr: §(A1i+A2j+A3k).d(xi+ yj+zk)

[0 o}

/ = Ao+ A,y + Aydz)
o)

o AJ.E_t_
Ny
o B N

CONTOH 1

Jika R(u) = u®i + (u* — 1)j + 5k, carilah (a) [ R{u)du dan (bjfu1 Riw)du
Penyelesaian
(@) [ R(w)du = [[u®i+ (u® — 1)j + Skldu
= ij uddu +j[(u: — 1)du +kf5 du

fut Lfu?
=i T+cl +ij ?—u+r:3 + k(5u+c3)

.H-t 3

- (T)i + (T‘%— u)j + (Swk + ¢y + ¢ + ok

u* u? )
= (E)i-i- (?— u)j +(5u)k+c

) R@ydu = () i+ (£ —u)j+ S+ ¢]

= [(If:)w(%z— 1)]' +(5.0k + c] ~[0+q

di mana ¢ adalah vektor konstan ;i + c2j + czk
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CONTOH 2

Jika A(t) = ti—t3j + (t — )k dan B(t) = 2t%i + Ethhlmllglahj A -Bdt

Penyelesalan

2 2
f A -Bdt:f [ti— 3 + (t — D] (2% + 6t k) dt
o (1]

= j 262 +6t(t — 1) dt
a

=J’ 2t% + 6t — 6t dt
]

4 2

t
=5+ -3t +e

o

2% 0
_|= a_ 2 1=
= [2 +2(2)2—3(2) +c] >
=8+16—12=12

+2(0)2 —3(0)% + ¢

CONTOH 3

Jika A= (3x* —6yz)i+ (2y + 3xz)j+ (1 —4ayz?)k, hitunglah [ A-dr
dari (0. 0, 0) sampai (1. 1. 1) sepanjang lintasan berikut.
(Ax=ty=t%z=t"
(b) Garis lurus dari (0. 0, 0)sampai(0, 0. 1), kemudian sampai (0, 1. 1)
dan setelah itu sampai (1. 1. 1)

Penyelesalan
f A-dr= f [(3x% — 6yz)i + (2y + 3xz)j + (1 — 4xyz*)K]. (dxi + dyj
’ E+ dzk)
[(Sx‘ — byz)dx + (2y + 3xz)dy + (1 — dxyz®)dz]

b
[ A- dr—f A-dr:f (Ai+ Aj+ Azk) - (idy + jdy + kdz)
. a
f (Aydx + Azdy + Aadsz)
a
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CONTOH 3

Jika A= (3x* —6yz)i+ (2y + 3xz)j+ (1 —4ayz?)k, hitunglah [ A-dr
dari (0. 0, 0) sampai (1. 1. 1) sepanjang lintasan berikut.
(Ax=ty=t%z=t"
(b) Garis lurus dari (0. 0, 0)sampai(0, 0. 1), kemudian sampai (0, 1. 1)
dan setelah itu sampai (1. 1. 1)

(a) Jika x =ty =t%z =1t titikk (0, 0. 0)dan (L 1. 1) masing-masing
dengan ¢ = 0 dan = 1 yang diperoleh dengan menggunakan persamaan
parameter. Maka

j A-dr= f [(3t2 — 6(t=)(t*))dt + (2¢2 + 3()(t3))d(t?)
+ (1 — 4D ()]
= r [(3t2 — 6t3)dt + (4¢3 + 6t5)dt + (367 — 12t11)dt]

=0

=2

CONTOH 3

Jika A= (3x* —6yz)i+ (2y + 3xz)j+ (1 —4ayz?)k, hitunglah [ A-dr
dari (0. 0, 0) sampai (1. 1. 1) sepanjang lintasan berikut.
(Ax=ty=t%z=t"
(b) Garis lurus dari (0. 0, 0)sampai(0, 0. 1), kemudian sampai (0, 1. 1)
dan setelah itu sampai (1. 1. 1)

Sepanjang C, A = (3t? —6t%)i+ (2t% + 3t*)j+ ( 14t )k danr=xi+yj +
zk = ti +t%j + £°k, dr = (i + 2tj + 3t*K)dt. Maka

1
f A-dr= f [(3t% — 6t%)dt + (4¢3 + 6t5)dt + (3t> — 12¢t'1)dt] = 2
c t=0
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CONTOH 3

(b) Sepanjang garis lurus dari (0, 0, 0) sampai (0, 0, 1), x =0,y = 0.dx =
0,dy = 0, sedang z berubah dari 0 sampai 1. Maka integral sepanjang
bagian lintasan ini adalah

jL [(3(0)% — 6(0)2)0 + (20} + 3(032)0 + (1 — £(0)(0)z2)dz]

1
:f dz=1
=0

Sepanjang garis lurus dari (0, 0, 1) sampai (0. 1. 1), x =0z =1.dx =
0,dz = 0, sedang y berubah dari 0 sampai 1. Maka integral sepanjang

bagian lintasan ini adalah
1

f [(3(0)® — 6y(1))0 + (2y + 3(0)(1))dy + (1 — 4(0)(¥)(1)*)0]
y=0

1
= J- 2ydy =
¥=0

Sepanjang garis lurus dari (0, 1, 1) sampai (1. 1, 1). y=Lz=1ldy=
0.dz =0, sedang x berubah dari 0 sampai 1. Maka integral sepanjang
bagian lintasan ini adalah

fl [(3(x)* — 6(1)(1))dx + (2(1) + 3x(1))0 + (1 — 4x(1)(1)7)0]

=J‘l (3% —6)dx=-5
a=0

]aclij'C A-dr=1+1-5=-3

U

SOAL 1

Carilah usaha yang dilakukan untuk menggerakkan sebuah partikel dalam
medan gaya yang diberikan oleh F = yi + x?j sepanjang kurva x = 2t,y =

t? — 1 dari t=0 hingga ¢ =2

Penyelesaian

j F-dr = j (yi + x2%j). (dxi + dyj)
c C
2

= f ydx + x%dy
0

2
:f (t2 — 1)2dt + (2t)22tdt
0

2
f (2t2 — 2 + 8t3)dt
0

2
Etg — 2t +2t*

2100

0 3
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D SOAL 2

Jilka A= (2y+3)i+xzj+ (yz - x)k. Hitunglah fc A-dr sepanjang

lintasan-lintasan ¢ berikut:

(a) x =2t%, y=t, z=t%dari t=0hingga t=1

(b) garis-garis lurus dari (0, 0, 0) ke (0, 0, 1), kemudian ke (0, 1, 1) dan
kemudian ke (2,1, 1)
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