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1. Teorema Divergensi Gauss

MATEMATIKA Il

1. Teorema Divergensi Gauss

Contoh Aplikasi : Mencari volume
air yang mengalir pada pipa PDA

Dihitung dengan
integral permukaan

Atau (lebih mudah)
Menggunakan Teorema GAUSS
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1. Teorema Divergensi Gauss

volume total per detik dari fluida yang keluar dari permukaan tertutup

:JJv-ndS

Volume per detik dari fluida yang keluar pada sebuah elemen volume dV.

=£ﬂv-vdV

>

J;jv.ndS = jﬂV.VdV

Volume total per detik dari fluida yang keluar dari semua
elemen volume dalam permukaan tertutup S

S

1. Teorema GAUSS

DEFINISI

= Misalkan V adalah volume yang dibatasi oleh suatu permukaan tertutup S dan
A adalah sebuah fungsi vektor dengan turunanz yang kontinu, maka

.:js A.ndS
$

Integral divergensi A dalam
volume yang diselubungi oleh
permukaan tsb.

Integral permukaan dari sebuah
vektor A yg mengelilingi sebuah
permukaan tertutup S
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CONTOH 1....1!

Hitunglah [[. A-ndS di mana A = (2x — 2)i + x?yj — xz’k dan § adalah
permukaan kubus yang dibatasiolehx =0,x=1y=0,y=1,z=0,z =L

Penyelesaian....

Menurut teorema divergensi

ﬂa-nds_wv-mv

CONTOH 1....!1!

11
d a a
. - i D). PN S
ﬂ]v Adv f(ﬂxl+ﬂyl+ﬂzk) [(2x — 2)i + x*yj — xz7k]dxdydz
v 0

(72 22)
REE
0
1

Jadi [, A-ndS=[ff, V-AdV ="

1
&




CONTOH 2....!!

Hitunglah [, r-nd$ di mana Sadalah suatu permukaan tertutup

|

Penyelesaian....

Menurut teorema divergensi,

[frowasffs-ca

[[ooear= [ (v e om-aomr|=
-[1G & @ e
s fff -

di mana Vadalah volume benda yang dibatasi 5.

Hitung [, A-ndS untuk A= (Zxy +2)i+y?*j— (x + 3y)k pada daerah
vang dibatasi oleh2x + 2y 4+ z=6,x=0,y=0,z=10

Ponvelesaian
rambar dasral yang dfmzkend adzlah sepert! di sawah Int

Menurut teorema divergensi

[fﬂ-nd&':[ﬂ-V-AdV

&

Maka

Mv Adv = m( |+f|+ k) [(2ey + )i+ v3) — (x + 3y)k] dV

fJ f .. dzdydx

x= .. y =0 z=..
= f f - | dydx
A= W y=0
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2. Teorema STOKES

Contoh Aplikasi : USAHA

Pada gambar: |bu dan bapak sedang
mendorong mobil

Jika mobil bergerak = telah melakukan
usaha ..!!

1. Metode Perkalian Titik

Teorema STOKES 2. Integral garis (tergantung pada bentuk
lintasan)
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2. Teorema STOKES

DEFINISI
= Misalkan S adalah permukaan berarah dalam ruang dgn batasZnya adalah
kurva C tertutup.

= F (x,%Z) adalah fungsi vektor kontinu yang mempunyai turunan parsial
pertama yang kontinu dalam domain yang memuat S, maka

b 3

—

Integral garis dari sebuah vektor F Integral permukaan dari curl F
yang mengelilingi kurva tertutup C melalui sebarang permukaan S

‘ dengan C sbg batas.

CONTOH 1....!1!

Hitunglah ffq (VxA)-dS dengan menggunakan teorema Stokes jika
diketahui A = (2x —y)i— yz?j — y?zk, dimana § adalah separuh dari
permukaan bola x% + y? + z? = 1 bagian atas dan ¢ batasnya.

Penyelesaian....

x4y

Batas ¢ dari §adalah suatu lingkaran dengan persamaan x* +y*=1,z2=10
dan persamaan parameternya adalah x =cost,y =sint,z =0, dimana

0 = ¢ < 2m. Berdasarkan teorema Stokes [ (Vx A)-ndS =4_ A-dr. Maka

berdasarkan teorema Stokes [f. (Vx A)-ndS=¢_ A-dr




CONTOH 1....!1!

Hitunglah ffq (VxA)-dS dengan menggunakan teorema Stokes jika

diketahui A = (2x —y)i— yz?j — y?zk, dimana § adalah separuh dari
permukaan bola x% + y? + z? = 1 bagian atas dan ¢ batasnya.
G

fﬂ-dr:
c
2m

= f (2x — y)dx — yzidy — y2zdz
[\

3§ [(22 — y)i— y2%) — y22K] - d(xi + ] + 2K) Penyelesaian....

2w

= f (2 cost — sint)(—sint)dt
0

2 Jadi, [[, (VX A)-dS=¢ A-dr=m.

= f (—2sintcost + sin® t)dt
4]

2m

f ( . 2£+1 COSZt)dI
= sin 5 5
o

Im
=1
o

! 2t+1t+1 in2t
=03 =t +—sin
2 2 4

LATIHAN 1i....1!

Gunakan teorema Stokes untuk menghitung j'_[; (VxA)-ndS dengan

A = 3yi — xzj + yz’k, dimana Sadalah permukaan paraboloida 2z = x? + y®
vang dibatasi oleh z = 2 dan Csebagai batasnya

Penyelesaian

Batas € dari §adalah suatu lingkaran dengan persamaan x> +y2 =4,z =2
dan persamaan parameternya adalah x =2cost,y = ...,z =2, dimana
0=t=2m Berdasarkan fteorema Stokes [, (VxA)-ndS=4¢ A-dr.
Maka,
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Gunakan teorema Stokes untuk menghitung ﬂq (VxA)-ndS dengan
A = 3yi — xzj + yz?k, dimana Sadalah permukaan paraboloida 2z = x2? + y?
vang dibatasi oleh z = 2 dan C'sebagai batasnya

fﬁ-dr=)£(3ydx—xzdy+yzzdz)
[ c

i)

= jg[:!.(... o) (e e e)dt — (2 co8 1) (2)(.e. .. )T + 0]

J]’(VXA)-ndS=§A-dr=

Gunakan Teorema Stokes untuk menghitung gﬁc F-dr dengan F = 2zi+
(8x — 3y)j + (3x + y)k danCberupa kurva segitiga pada gambar berikut
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IHAN 2....1!

Penyelesaian
Misalkan S5 Dberupa kurva dengan C sebagal batas terarahnya, yaitu
2x + ... + .. = 2.Vektor satuan normal n pada permukaan Sadalah

_ Vg _ V(2. .— 2} itk
- w - 22y ..
i k
vxp-|2 22
ox dy oz
22 e
00 Aty a(.) d(2z) d(..) d(2z)
_l(ay_ﬁz)_(ﬁ:t_6z)+k(ax_ﬂy)
=i— ..+ .

IHAN 2....1!

fF-dr:ﬂ(VxF)-ndS

Jadif. F-dr=[[ (VxF) nds= ..
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3. Teorema GREEN

Contoh Aplikasi : USAHA

Pada gambar: |bu dan bapak sedang
mendorong mobil

Jika mobil bergerak = telah melakukan
usaha ..!!

1. Metode Perkalian Titik
1. Teorema STOKES 2. Integral garis (tergantung pada bentuk
2. Teorema GREEN dalam lintasan)
bidang
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3. Teorema GREEN

PERBEDAAN

= Teorema Stokes berlaku untuk permukaanz S dalam ruang yang memiliki kurva
C sebagai batasnya. Sedangkan Teorema Green berlaku pada daerah tertutup
dalam bidang xy vang dibatasi oleh kurva tertutup C.

DEFINISI

= Jika R adalah suatu daerah tertutup dalam bidang xy yang dibatasi oleh
sebuah kurva tertutup sederhana C.

= M dan N adalah fungsi-fungsi kontinu dari dan yang memiliki turunan-turunan
kontinu dalam R, maka

ON @
- ide+Ndy:J;j %—% xdy

g Teorema GREEN

3. Teorema GREEN

DEFINISI
Jika A menyatakan medan gaya yang bekerja pada sebuah partikel dimana
A = Mi+ Nj, maka gSC A-dr adalah usaha yang dilakukan dalam

menggerakkan partikel tersebut mengelilingi suatu lintasan tertutup C. Yaitu

jﬂ A-dr= j;(Mi + Nj) - (dxi+ dyj + dzk)
(5
<

= fﬁ Mdx + Ndy
C

G
oN oM
= Teorema GREEN Usaha=_” ———ay dx dy
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CONTOH 1....!1!

Periksa teorema Green pada bidang untuk fc (Zxy — x¥)dx + (x + y*)dy

dimana ¢ adalah kurva tertutup dari daerah yang dibatasi oleh v = x? dan
y:i=x

Penyelesaian
Kurva-kurva bidang tersebut berpotongan di (0, 0) dan (1,1). Arah positif
dalam menjalani £ditunjukkan pada gambar

(L1

Sy = a?

CONTOH 1....!1!

Periksa teorema Green pada bidang untuk fc (Zxy — x¥)dx + (x + y*)dy

dimana ¢ adalah kurva tertutup dari daerah yang dibatasi oleh v = x? dan
yi=x

Sepanjang y = x? integral garisnya sama dengan

j [(20)(x?) — 22]dx + [(0) + (x®)d(x)
x=0 .
= I{ZIB +x2+2x%)dx = 7/6

x=0
Sepanjang y? = x integral garisnya sama dengan
o

J- [(2yH)(¥) — (v3)2)d(y*) + (% + y*)dy
y=1
= I(‘ly’* —2y° +2yN)dy = —17/15

y=1
Maka integral garis yang diinginkan = 7/6 - 17/15 = 1/30

15/4/2017

13



CONTOH 1....!1!

Periksa teorema Green pada bidang untuk fc (Zxy — x¥)dx + (x + y*)dy

dimana ¢ adalah kurva tertutup dari daerah yang dibatasi oleh v = x? dan
y:i=x

Dengan menggunakan teorema Green

I [
= {1 - 2x)dxdy = 1 JE(I — Zx]dydx ——————————

J ]

R x=0 y:ra

1 1
= J-(y - Exy)l;Exzdx = J’(xlfz —2x%2 —x% + 2x%)dx = 1/30
=0 a

Dengan demikian selesailah pemeriksaan teorema Green.
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